
❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❆✇❛r❡ ▼❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❙②st❡♠s ❢♦r ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱

P❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❊♥❡r❣②

❲❡♥❦❛✐ ●✉❛♥✱ ▼✐❧❛❞ ●❤♦r❜❛♥✐ ▼♦❣❤❛❞❞❛♠✱ ❈r✐st✐♥❡❧ ❆❜❛❜❡✐
▼❛rq✉❡tt❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ❊♥❣r✳

✶✺✶✺ ❲✳ ❲✐s❝♦♥s✐♥ ❆✈❡✳✱ ▼✐❧✇❛✉❦❡❡✱ ❲■ ❯❙❆
❊✲♠❛✐❧✿ ④✇❡♥❦❛✐✳❣✉❛♥✱ ♠✐❧❛❞✳❣❤♦r❜❛♥✐♠♦❣❤❛❞❞❛♠✱ ❝r✐st✐♥❡❧✳❛❜❛❜❡✐⑥❅♠❛rq✉❡tt❡✳❡❞✉

❆❜str❛❝t✖❉✉❡ t♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❞♦✇♥s❝❛❧✐♥❣✱ ❡♠❜❡❞❞❡❞
s②st❡♠s ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳
■♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❧❛r❣❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✈♦❧t❛❣❡✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s✳ ❚❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s t❤❛t ✐♥ t✉r♥ ✉♥❞❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❡❢✲
❢❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱
✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛✇❛r❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢♦r
♠✉❧t✐❝♦r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ❛s ❛ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t
✐♥t❡❣r❛t❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠♦❞❡❧s ❛s ❛ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞♦❧✲
♦❣② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛✇❛r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t
✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ ❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t♦
✐❞❡♥t✐❢② r♦❜✉st ❞❡s✐❣♥ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❧✐♠✐t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡s❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ t♦♦❧ t❤❛t
❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ r♦❜✉st P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✐❡r ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
s♣❛❝❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✲
s✉♠♣t✐♦♥✳

❑❡②✇♦r❞s✖❊♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ r♦❜✉st
♠❛♣♣✐♥❣✱ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

■✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥t✐♥✉♦✉s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❞♦✇♥s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥
s✐③❡ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✿
✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞❡s✐❣♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❞✉❡ t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❢❛❜r✐❝❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❬✶❪❀ ♣♦♦r
r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❡❧❡✈❛t❡❞
r❛t❡s ♦❢ ❢❛✉❧ts ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❛❞✈❡rs❡ ❛❣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
❬✷❪❀ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞❡s✐❣♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❛✉s❡❞ ❜② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✲
✐t② ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞
s♦❢t✇❛r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛♥❞ ♥❡✇ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❢r❛str✉❝✲
t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ♥❡t✇♦r❦s✲♦♥✲❝❤✐♣ ❬✸❪✳ ❚❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs ♠❛❦❡ ❢♦r
❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥♦t t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥②♠♦r❡❀ ✐♥st❡❛❞
t❤❡② ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss ♣r❡❝✐s❡❧② ❦♥♦✇♥ ♦r ♠♦r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥✳ ■❢
t❤❡s❡ ❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡❝♦♠❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ t❤❡♥✱ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢
❡①♣❧♦r❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✭❉❙❊✮
♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛t❤ t♦✇❛r❞s
t❤❡ tr✉❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ q✉❛♥✲
t✐❢② s✉❝❤ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❞❡s✐❣♥ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧②✱
✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✱ t♦ ❜❡ r♦❜✉st ❛❣❛✐♥st ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳
◆♦r♠❛❧❧②✱ s✉❝❤ ❞❡s✐❣♥ s♦❧✉t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡
P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✐❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡ ❡①♣❧♦✲
r❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
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❋✐❣✳ ✶✳ ✭❛✮ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✐❡r s✉r❢❛❝❡ ✐♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s
❞❡s✐❣♥✳ ✭❜✮ ❯♥❝❡rt❛✐♥ P❛r❡t♦ s✉r❢❛❝❡ ✇❤❡r❡ ❛ ❞❡s✐❣♥ ♣♦✐♥t ❞❡❣❡♥❡r❛t❡s
✐♥t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳

✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ P❛r❡t♦ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❜❡❝♦♠❡s
✉♥❝❡rt❛✐♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳❜✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦
✐❞❡♥t✐❢② r♦❜✉st ❞❡s✐❣♥ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥ P❛r❡t♦ ❢r♦♥✲
t✐❡r✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❤❛♥❞❧❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥✲
t✐❡s ❞✐r❡❝t❧②✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣✉t❡r
♣r♦❣r❛♠ ✭✐✳❡✳✱ ❛ ❞❡s✐❣♥ t♦♦❧✮ t❤❛t ✐♥t❡❣r❛t❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣
❢♦r ❤❛r❞✇❛r❡✴s♦❢t✇❛r❡ ✭❍❲✴❙❲✮ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②s✲
t❡♠s✳ ❖✉r t♦♦❧ ❝❤♦♦s❡s ❛s t❤❡ ❜❡st ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❡ ♦♥❡
❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ✏♦r✐❣✐♥✑ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ❢r♦♠ ❋✐❣✳
✶✳❜✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤r❡❡ ♦❜❥❡❝✲
t✐✈❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r ❝❛♥ ♣✐❝❦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s r❡❛❧❧② t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
❢♦r s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡♥✱ ❛ ❞❡s✐❣♥ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞✱ ❜✉t ❧✐❦❡❧② ✇✐t❤ ✇♦rs❡ r❡❧✐❛❜✐❧✲
✐t② ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

■■✳ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❍❲✴❙❲ ❝♦✲❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②s✲
t❡♠s ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ♣❛st✳ ■t ✇❛s
❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ st✉❞✐❡s ♦❢
s②st❡♠✲❧❡✈❡❧ s②♥t❤❡s✐s ❬✹❪✱ ❬✺❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❢ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥ ❬✻❪✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♣r❡✈✐♦✉s s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡✲
❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❝♦♠♣✉t❡r ❛✐❞❡❞ ❞❡s✐❣♥ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ t♦♦❧s ❬✼❪✱
❬✽❪✱ ❬✾❪✳ ❚❤❡s❡ t♦♦❧s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ✢❡①✐❜❧❡ s②st❡♠✲❧❡✈❡❧ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s✉♣♣♦rt ❢♦r ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ❛♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ s♣❡❝✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ❬✶✵❪✱ ❬✶✶❪✳ ❆❧s♦✱ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛ ♣r✐♠❛r②
❞❡s✐❣♥ ❝♦♥❝❡r♥ ❛❧♦♥❣s✐❞❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❬✶✷❪✱
❬✶✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❞✐❞ ♥♦t
❝♦♥s✐❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦r r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢



A

B

C

Mem 1

Mem 2

CPU 3

LITTLE

CPU 4

big

1 2

3

Application 

model

Architecture 

model

Mapping

FPGA 2

a

FPGA 1

a 

FPGA 3

b

Bus

CPU 2

LITTLE

CPU 1

LITTLE 

CPU 5

big

FPGA 4

b

FPGA 5

b

❋✐❣✳ ✷✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❛s❦s A✱ B✱ C✱ ❛♥❞
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s 1✱ 2✱ 3 ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
♣❧❛t❢♦r♠✳

❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ st✉❞✐❡s ✐♥ ❬✶✹❪✱ ❬✶✺❪ ❛r❡ r❡❝❡♥t ❛t✲
t❡♠♣ts t♦ ❝❛♣t✉r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ s✉❝❤
t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs ❛❧s♦
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ♥♦t ♦♥❧② r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡✿ ✶✮ ❲❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ✇❤✐❧❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❡♥✲
❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❛s ❛ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ◆♦♥✲
❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❙♦rt✐♥❣ ●❡♥❡t✐❝ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭◆❙●❆✲■■✮✳ ✷✮ ❲❡
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ ♣r♦✲
✈✐❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ✸✮ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
♣❧❛t❢♦r♠ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣r✐s❡❞ ♦❢ ❜♦t❤ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s t❤❡
✜rst t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✮ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ❡♠✲
❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ✉♥❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳

■■■✳ Pr♦♣♦s❡❞ ❉❡s✐❣♥ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②

❆✳ ❇❧♦❝❦ ❉✐❛❣r❛♠

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss t❤❛t
✉s❡s ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t❛s❦s ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❛s❦s t♦ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝✲
t✉r❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳

❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✲
s✐❣♥ s♣❛❝❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❡①♣❧♦✲
r❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♦✉t❡r ❧♦♦♣ ♦❢ t❤✐s ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✸✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ✐♥♥❡r ❧♦♦♣ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦✲
❝❡ss ♦❢ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ✇❡
❡♠♣❧♦② ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✉♥✲
❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ♦❜❥❡❝t✐✈❡s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s
♣❛♣❡r ✐♥❝❧✉❞❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭♠❡❛s✉r❡❞ ❛s ❡①❡❝✉✲
t✐♦♥ t✐♠❡✮✱ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡
❛❞❞r❡ss ✐s ❛ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r s♣❡❝✲
✐✜❡❞ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

Uncertainties

Monte Carlo 

Simulation

Application

(task graph, KPN, etc.)

Architecture

platform
Generate initial candidates

Selection

Design Space 

Exploration: 

Genetic Algorithm

Best robust solutions

outer 

loop

inner 

loop

Pareto frontier

❋✐❣✳ ✸✳ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ❡♠✲
❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ♠❛♣♣✐♥❣ ✉♥❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳

♣r♦❝❡ss ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸ ✐s ❛ s❡t ♦❢ r♦❜✉st s♦❧✉t✐♦♥s
t❤❛t ❢♦r♠ t❤❡ r♦❜✉st P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✐❡r ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ♣r✐♠❛r② st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡s✐❣♥ ✢♦✇✳

❇✳ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ▼♦❞❡❧✐♥❣

❚❤❡ ❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❜❧♦❝❦ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❢r♦♠
t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❥❡❝✲
t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇♦r❦ st✉❞②✐♥❣
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✜❡❧❞s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ♠❛t❤✲
❡♠❛t✐❝s✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r s❝✐❡♥❝❡s ❬✶✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②
❛❣r❡❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❛♥② t②♣❡
♦❢ ✐♠♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❬✶✹❪✱ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛❞♦♣t t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝❛♣t✉r❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t②✿ ❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦r ❞✐s❝r❡t❡✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ ❛♥② ♠✐①t✉r❡✳ ❆s✐❞❡ ❢r♦♠ ✐ts ❣❡♥❡r❛❧✐t② ❛♥❞
❛❜✐❧✐t② t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❛♥② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥
✉s❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❝♦♥✈❡rt ✐♥t❡r✈❛❧ ❡st✐♠❛t❡s ✐♥t♦
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❖♥ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s s✐❞❡✱ ❝♦♠❜✐♥✲
✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②
✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ♠✉st r❡s♦rt t♦ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② ✜❣✉r❡s ♦❢
♠❡r✐t ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ❧❛t❡r✮✳ ❚❤✐s✱ ✐♥ t✉r♥✱ ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r✉♥t✐♠❡✳
❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦r✴❛♥❞

t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❛t ❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ t♦ ✇❤❛t ❞❡❣r❡❡✳
❚❤✐s ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♦✉♥ts ♦r ❞❡❣r❡❡s
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳ ❚❤❡
✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♠♦✉♥ts t♦ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ♣r❡✲
s♣❡❝✐✜❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ❡①❡❝✉t✐♦♥
t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥② t②♣❡
♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ♠✉st ❞❡✜♥❡ ✇❤❛t ✐s ♠❡❛♥t ❜②
✐♥❥❡❝t✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❲❡ ❞♦ t❤❛t ❜② ♣r❡✲s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡
♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✉t
♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r✉❧❡s ❧✐st❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ■✳
❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ r✉❧❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ■ ❝❛♥



❚❆❇▲❊ ■

❘✉❧❡s ❢♦r ❞❡❢✐♥✐♥❣ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠

✇❤✐❝❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣r❡❡

♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥❥❡❝t✐♦♥✳

Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❯♥❝❡rt❛✐♥t②

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ 1% 5% 10%

Uniform(µ, σ) σ = 0.01 · µ/
√
3 σ = 0.05 · µ/

√
3 σ = 0.1 · µ/

√
3

Gaussian(µ, σ) σ = 0.01 · µ/3 σ = 0.05 · µ/3 σ = 0.1 · µ/3
Beta(µ, σ) σ = 0.01 · µ/3 σ = 0.05 · µ/3 σ = 0.1 · µ/3

❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ♠♦❞✲
❡❧❡❞ ❢♦r s♦♠❡ ❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❚❤❡♥✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ 5% ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤✐s ❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡r
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❤❛✈✐♥❣
t❤❡ ▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❝t✐♦♥✮
❣❡♥❡r❛t❡ s❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳❛ ❢♦r
t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐s µ = 100✳

❚❤❛t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭✇❤♦s❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ✐s t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ σ✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ V ar =
(b−a)2/12✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ s❛♠♣❧❡s
❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ r❛♥❞♦♠❧② ❢r♦♠ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥Gaussian(µ, σ)
❜✉t ♦♥❧② s❛♠♣❧❡s ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [µ−3σ, µ+3σ]✱
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳❜ ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t ✾✾✳✼✪
♦❢ ❛❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s
♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ ✾✾✳✼✪✳ ❲❤❡♥ ♥♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♠❡❛♥
✈❛❧✉❡ µ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❛t ❞❡✲
s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✐♠✐❧❛r r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r
❛♥② ♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ ✉s✐♥❣ t♦ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱
✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ✉s✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞
t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❢♦r
♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②
♠♦❞❡❧ ✭❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❜❡t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s
✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❢❛✐❧✉r❡ r❛t❡s ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡
st✉❞② ✐♥ ❬✶✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥
❡❛s✐❧② ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ♦t❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐❢ ❡♠✲
❜❡❞❞❡❞ ❞❡s✐❣♥❡rs ✜♥❞ t❤❡✐r ❞❛t❛ t♦ ✜t ❜❡tt❡r s✉❝❤ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s✳

❈✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣

❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛✲
t✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✼❪ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❑❛❤♥ Pr♦✲
❝❡ss ◆❡t✇♦r❦s ✭❑P◆s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❡r② ♣♦♣✉❧❛r ♠♦❞❡❧s
♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ❞❡s✐❣♥ ❬✺❪✱
❬✶✼❪✳ ❆♥ ❑P◆ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡❞
❣r❛♣❤ GAP (VAP , EAP ) ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✮✳ ❊❛❝❤ ✈❡rt❡① vi, i ∈
{1, .., |VAP |} ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣r♦❝❡ss ♦r t❛s❦ ♦❢ GAP ✳ ❋♦r
❡❛❝❤ ✈❡rt❡① vi✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ Bi = {ej ∈ EAP } t♦ ❜❡ t❤❡
s❡t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ✈❡rt❡① vi✳ ❲❤❡♥
❛ ✈❡rt❡① ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ hti r❡♣r❡✲
s❡♥ts t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ t❛s❦ ❝❛♥
❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦r❡s✱ hti ❜❡❝♦♠❡s ❛
s❡t hti = {hti1, hti2, .., htiU}✱ ✇❤❡r❡ U ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

a=97.1 

Uncertainty 5% around 100

defined as interval [97.1, 102.9]

b=102.9100

Uniform distribution

✭❛✮

�-31

Uncertainty 5% around �

defined as 1�= 0.05/3*�

�+31�

Gaussian distribution

✭❜✮

❋✐❣✳ ✹✳ ✭❛✮ ❚♦ ✐♥❥❡❝t 5% ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢♦r ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②
❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ♠❡❛♥ ✐s ✶✵✵ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡
s❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [a = µ−

0.05 · µ/
√

3, b = µ + 0.05 · µ/
√

3]✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ♠❡❛♥ ✐s µ✳

❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦r❡s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❛s❦ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❲❤❡♥
❛ ✈❡rt❡① ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ sti ✐s t❤❡
s♦❢t✇❛r❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ t❛s❦ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡✲
❝✉t❡❞ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ s♦❢t✇❛r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ sti ❜❡❝♦♠❡s ❛ s❡t
sti = {sti1, sti2, .., stiV }✱ ✇❤❡r❡ V ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❢t✇❛r❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❛s❦ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❊❛❝❤ ❡❞❣❡
ej , j ∈ {1, .., |EAP |} ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r✲
❡♥t t❛s❦s ♦❢ GAP ✳ ■❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦ ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦
❛ ♠❡♠♦r② ❝♦r❡✱ mtj r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss t✐♠❡✱
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛t❤ ❞❡❧❛②✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❧✐♥❦ ❝❛♥
❜❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ mtj ❜❡❝♦♠❡s
❛ s❡t mtj = {mtj1,mtj2, ..,mtjW }✱ ✇❤❡r❡ W ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♠❡♠♦r② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧✐♥❦ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞
t♦✳

❚❤❡ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❣r❛♣❤
GAR(VAR, EAR)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡ts VAR ❛♥❞ EAR ❞❡♥♦t❡
t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡♠✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦
❞✐s❥♦✐♥t s✉❜s❡ts✿ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦r❡s ✭P✮ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡
❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❡♠♦r✐❡s
✭▼✮✱ VAR = P ∪ M ✳ ❚❤❡ ❞❡❧❛② ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ❞❡♥♦t❡❞
❛s ltpq✱ ✇✐t❤ p, q ∈ {1, .., |EAR|}✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥s
❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s wpe ❢♦r t❤❡ ❝♦r❡ p ❞✉r✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❛s wme

❢♦r t❤❡ ♠❡♠♦r② ❝♦r❡ m✱ ❛♥❞ ❛s wle ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❧✐♥❦s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣❧❛t✲
❢♦r♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ s②♥t❤❡s✐s✳

❉✳ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❯s✐♥❣ ●❡♥❡t✐❝ ❆❧❣♦✲

r✐t❤♠s

❚❤❡ ❉❡s✐❣♥ ❙♣❛❝❡ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❜❧♦❝❦ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✸ ✐s ✇❤❡r❡
♥❡✇ ♠❛♣♣✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ st❡♣ ♥♦t ♦♥❧②
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜✉t ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡
✐t ♠✉st ♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛
♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤♦s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ♦r q✉❛❧✐t② ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢t❡♥ ❝♦♥✢✐❝t✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳



❉✳✶ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ✶✿ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t②

❚❤❡ ✜rst ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②s✲
t❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❚♦ ❡st✐♠❛t❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱
✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✽❪✱ ❬✶✾❪ ❞✉❡ t♦ ✐ts s✐♠✲
♣❧✐❝✐t②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦t❤❡r r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❤❡r❡
❛s ✇❡❧❧✳ ❖✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❣❡♥❡r✐❝ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡♠♣❧♦②
❛♥② r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st s✉❝❤ ❛s t❤❛t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❬✶✺❪ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳
❚❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡

▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ✭❉❚▼❈✮ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s
❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✜♥✐t❡ st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧✐❦❡ st❛t❡ ❣r❛♣❤s ❬✶✽❪✳ ❋♦r
❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❉❚▼❈ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❜❛s❡❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ✐s✿

R = S(1, n)Rn ✭✶✮

❲❤❡r❡ S ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❉❚▼❈✱
S(i, j) ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈✐s✐ts t♦ st❛t❡ j st❛rt✐♥❣
❢r♦♠ st❛t❡ i ❜❡❢♦r❡ ✐t ✐s ❛❜s♦r❜❡❞✱ ❛♥❞ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

♠✐♥ {1−R} ✭✷✮

❉✳✷ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ✷✿ ❊①❡❝✉t✐♦♥ ❚✐♠❡

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣❛t❤s ✭s❡t ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Path✮ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❛s❦ ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s
❛ ❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛♥❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

♠✐♥







♠❛①
Path

{
∑

i∈VAP ,i∈Path

htiuxiu +

∑

i∈VAP ,i∈Path

stivxiv +

∑

j∈EAP ,j∈Path

[ ltkl + (mtjw + ltmn)xjw ]xj }







✭✸✮

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦r❡s t♦ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢
t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛t❤✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ t❛s❦s ❡①❡❝✉t❡❞ ❛s s♦❢t✇❛r❡ ♠♦❞✉❧❡s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ✐s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② ❞✉❡ t♦ ❞✐r❡❝t ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r✲
❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝♦r❡s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss t✐♠❡ ✐❢
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ j ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦
❛ ♠❡♠♦r② ❝♦r❡✳ ❍❡r❡✱ mtjw ✐s t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss t✐♠❡
✇✐t❤ w ∈ {1, ..,M}✱ ltkl ✐s t❤❡ ❧✐♥❦ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ❛r❝❤✐t❡❝✲
t✉r❡ ❝♦r❡s k ❛♥❞ l ✇✐t❤ k, l ∈ {1, .., |VAR|} ❛♥❞ ltmn ✐s t❤❡
❧✐♥❦ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝♦r❡s m ❛♥❞ n ❛❧s♦ ✇✐t❤
m,n ∈ {1, .., |VAR|}✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s xiu✱ xiv✱ xjw✱ ❛♥❞ xj ❛r❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
t❤❛t ❝❛♣t✉r❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ t❛s❦ i ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦r❡
u ♦r ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❝♦r❡ v✱ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧
j ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛ ♠❡♠♦r② ❝♦r❡ w✱ ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦r❡ ✭✐✳❡✳✱ t✇♦ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ t❛s❦s ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦r❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
❝❛s❡ xj = 0✮ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛♣♣✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ❞❡s✐❣♥
s♣❛❝❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✸✳

❉✳✸ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ✸✿ ❊♥❡r❣② ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥

❚❤❡ t❤✐r❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✲
s✉♠♣t✐♦♥✳

♠✐♥







∑

i∈VAR

tepwpe +
∑

j∈EAR

(tclwle + tmwme)







✭✹✮

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ tep ✐s t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❝♦r❡s ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ tcl ✐s t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱
❛♥❞ tm ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❝♦r❡s✳

❉✳✹ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ▼✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ Pr♦❜❧❡♠

❖♥❝❡ ❛❧❧ t❤r❡❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❞✐s✲
❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ − ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ −
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬✷✵❪✿

♠✐♥
x

z = f(x) = (f1(x), f2(x), f3(x))
T ✭✺✮

s✳t✳ x ∈ X ✭✻✮

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ x r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥✱
❛♥❞ X ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r t❤❛t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
t❛s❦s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣❧❛t❢♦r♠✳
❚❤❡ t❤r❡❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f1✱ f2✱ ❛♥❞ f3 ❡❢✲
❢❡❝t✐✈❡❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✮✱ ✭✸✮✱
❛♥❞ ✭✹✮ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛♣♣✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ z = f(x) tr❛♥s❧❛t❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ x ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥
s♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦r ❝♦st ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ s♣❛❝❡ ✐s t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❡q✉❛❧❧②
✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✮✱ ✭✸✮✱ ❛♥❞ ✭✹✮✳
❇❡❝❛✉s❡ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✉s✉❛❧❧②

❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦♣t✐♠✐③❡s ❛❧❧ ♦❜✲
❥❡❝t✐✈❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ s❡t
♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❢♦r♠ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✐❡r✳ ❚❤❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❢♦r♠ t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✐❡r ❛r❡ ♣♦✐♥ts t❤❛t
❛r❡ ♥♦♥✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛♥② ♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❛♠♦♥❣ ❛❧❧
s♦❧✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡
♠❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✐❡r✱ ✇❡
✉s❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ❤❛♥❞❧❡
♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡
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❋✐❣✳ ✶✵✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞
❡st✐♠❛t✐♦♥✳

♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❈ r✉♥s ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥
t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❚♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡s✲
t✐♦♥✱ ✇❡ ❧♦♦❦❡❞ ❛t ❤♦✇ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❈ r✉♥s ✐♠♣❛❝t❡❞
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝♦st ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧♦t ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵✱ ✇❤❡r❡
✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❛❢t❡r ❛❜♦✉t ✷✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼❈ ❛❧✲
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